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Классическое решение смешанной задачи
для одномерного волнового уравнения
c частной производной в условиях Коши
В. И. Корзюк, И. С. Козловская, С. Н. Наумовец (Беларусь)
В замыкании Q¯ = [0,∞)× [0, l] области двух независимых переменных x =
(x0, x1) ∈ Q¯ ⊂ R
2 рассмотрим одномерное волновое уравнение
∂2x0u− a
2∂2x1u = f(x), x ∈ Q¯, (1)
где a2, l - положительные действительные числа, ∂2x0 , ∂
2
x1
- частные производные
по x0 и x1 второго порядка. К уравнению (1) присоединяются условия Коши
u(0, x1) = ϕ(x1), ∂x0u(0, x1) = ψ(x1), x1 ∈ [0, l], (2)
и граничные условия
∂x1u(x0, 0) = µ
(1)(x0), x0 ∈ [0,∞), u(x0, l) = µ
(2)(x0), x0 ∈ [0,∞) (3)
Функции f , ϕ, ψ, µ(j), j = 1, 2 удовлетворяют следующим неоднородным
условиям согласования:
µ(1)(0)− ϕ′(0) = δ(1),
1
a
(
ψ′(0)− µ(1)
′
(0) + f(0, 0)
)
= δ(2), (4)
µ(2)(0)− ϕ(l) = σ(1),
1
a
(
µ(2)
′
(0)− ψ(l)
)
= σ(2),
1
a2
(
µ(2)
′′
(0)− a2ϕ′′(l)− f(0, l)
)
= σ(3) (5)
где ϕ′, ψ′, µ(j)
′
- производные первого порядка функций ϕ, ψ, µ(j) j = 1, 2, ϕ′′,
µ(2)
′′
- вторые производные функций ϕ и µ(2).
Теорема 1. Пусть функции ϕ ∈ C2[0, l], ψ ∈ C1[0, l], f ∈ C0,1
(
Q¯
)
, µ(j) ∈
C2[0,∞), j = 1, 2. Тогда функция u = u(0) + v является единственным клас-
сическим решением из класса C2
(
Q¯
)
задачи (1) – (3) тогда и только тогда,
когда выполняются однородные условия согласования (4), (5) , где функция v
определяется формулами
v(x) =
x0∫
0
w(x0 − τ, τ, x1)dτ,
где
w(x0 − τ, τ, x1) = G
(1)(x1 − ax0, τ) +G
(2)(x1 + ax0, τ)
G(j)(z, τ) =
{
G(j,0)(z, τ), z ∈ [0, l], τ ∈ [0,∞),
G(j,l)(z, τ), z ∈ D
(
g(j)
)
\[0, l], τ ∈ [0,∞)
1
j = 1, 2; D
(
g(1)
)
= (−∞, l], D
(
g(2)
)
= [0,∞),
G(j,0)(z, τ) =
(−1)j
2a
z∫
0
f(τ, ξ)dξ, z ∈ [0, l], j = 1, 2,
G(1,1)(z, τ) = −
1
2a
f(τ, 0) · z −
1
4a
f(τ, z)|x=0 · z
2
G(2,1)(z, τ) =
1
2a
l∫
0
f(τ, ξ)dξ +
1
2a
f(τ, l)(z − l) +
1
4a
∂z f(τ, z)|z=l · (z − l)
2,
а u(0) при условии, что C˜(k) = −C, k = 1, 2, . . . определяется следующим обра-
зом
u(0)(x) = g(1)(x1 − ax0) + g
(2)(x1 + ax0),
где функции g(j)(j = 1, 2) из класса C2
(
D
(
g(j)
))
.
(
D
(
g(j)
))
= (−∞, l],
g(j)(z) = g(j,0)(z) =
1
2
ϕ(z) + (−1)j
1
2a
z∫
0
ϕ(ξ)dξ + (−1)jC,
g(1)(z) = g(1,k)(z) =
z∫
0
µ˜(1)
(
−
ξ
a
)
dξ + g(2,k−1)(−z) + 2C˜(k),
z ∈ [−kl,−(k − 1)l], k = 1, 2, . . . ,
g(2)(z) = g(2,k)(z) = µ˜(2)
(
z − l
a
)
+ g(1,k−1)(2l − z), z ∈ [kl, (k + 1)l], k = 1, 2, . . . .
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